ІІ етап Всеукраїнської учнівської олімпіади з математики (2013-2014 н.р.)

6 клас
6.1. Рівність AB*CD=MLNKT отримати неможливо, оскільки найбільший можливий добуток двозначних чисел  99*99<100*100 (=10000).

          Відповідь. Ні.

6.2. Позначимо через x, y та z кількість горіхів у кожному з трьох ящиків. Знайшовши суму двох рівностей x+6=y+z та y+10=x+z, отримаємо, що 2z=16, звідки z=8. 

Відповідь. У третьому ящику 8 горіхів. 

6.3. Якщо Андрійко ближче до локомотиву, ніж Петрик, то вагонів у потязі буде 
[image: image1.wmf]5712

+=

. А якщо Петрик ближче до локомотиву, ніж Андрійко, то вагонів у потязі буде [image: image2.wmf]52710

-+=

.

Відповідь. [image: image3.wmf]10

 або [image: image4.wmf]12

 вагонів.

6.4. Помічаємо (див. малюнок), що за перші чотири «кроки» Тарасик попадає у точку [image: image5.wmf]B

, зміщуючись на [image: image6.wmf]312

-=

 метри на північ і [image: image7.wmf]422

-=

 метри на схід. Далі, за наступні чотири «кроки», які відрізняються від попередніх на [image: image8.wmf]4

м

, він попадає в точку [image: image9.wmf]C

, в яку він переміщується із точки [image: image10.wmf]B

 на [image: image11.wmf]752
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 метри на північ і [image: image12.wmf]862

-=

 метри на схід, і т.д.
Помічаємо, що [image: image13.wmf]123...20210

++++=

, тобто Тарасик насправді зробив [image: image14.wmf]19

 «кроків» і ще половину [image: image15.wmf]20

-го «кроку». Якби Тарасик зробив усі [image: image16.wmf]20

 «кроків», то сумарно він перемістився би від точки [image: image17.wmf]A

 на [image: image18.wmf](
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 метрів на північ і [image: image19.wmf]10

 метрів на схід. Оскільки останні [image: image20.wmf]20

м

 він рухався із заходу на схід, то і останні зайвих [image: image21.wmf]10

м

 він також рухався із заходу на схід, і зупинився у точці [image: image22.wmf]X

, яка знаходиться на відстані [image: image23.wmf]10

м

 на північ від точки [image: image24.wmf]A

.
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Відповідь. [image: image26.wmf]10
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6.5. Намалювавши кусок мила та розділивши кожну його сторону навпіл, бачимо, що отримаємо 8 маленьких кусочків, кожний з яких дорівнює куску, що залишився після 7 етапів прання. Тобто після 7 прання витратили  мила стільки, скільки було у 7 кусочках. Отже, решти вистачить лише на одне прання.

Відповідь. Мила вистачить на одне прання.
7 клас

7.1. Позначимо бісектрису кута АBK через BC. За умовою задачі 
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Відповідь. 500, 1300.
7.2. Оскільки парних четвергів три, то всього їх в місяці має бути 5, причому перший припадає на початок місяця і на парний день. Отже, цей четвер приходиться на другий день місяця. Тоді наступні четверги будуть 9, 16, 23,30 числа. Якщо перший четвер припадає на парне число місяця, то в місяці буде всього 4 четверги. Якщо  четвер припадає на перший або третій день місяця, то не буде трьох парних четвергів. Тоді 26-це неділя.

Відповідь. Неділя.

7.3. Нехай [image: image31.wmf]ab

 – початкове число. Оскільки [image: image32.wmf](
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, тобто [image: image35.wmf]3
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Відповідь. [image: image36.wmf]37

.

7.4. Відповідь. Див. малюнок.

[image: image37.emf]
7.5. Рейс автобуса у прямому та зворотному напрямках триває 7,5 год. При цьому, так як на гору він їде удвічі повільніше, ніж згори, то на всі підйоми автобус витрачає удвічі більше часу, ніж на всі спуски. Таким чином, на спуски автобус витрачає 2,5 год, а на підйоми – 5 год. Отже, відстань від А до В дорівнює (25*5 + 50*2,5)/2=125 км. 
Відповідь. 125 км.

8 клас

8.1. Відповідь. 
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8.2. Нехай на гранях куба будуть записані шість послідовних натуральних чисел, [image: image42.wmf]n

 – найменше із них, а [image: image43.wmf]S

 – їх сума. Тоді [image: image44.wmf](
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 – непарне число. З іншого боку, оскільки кожна цифра, яка записана біля вершини куба, належить трьом граням, то [image: image45.wmf](
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 – парне число. Протиріччя.

Відповідь. Ні, не може.

8.3. З’ясуємо проміжки часу, протягом яких надпис хибний. Вони починаються за годину до того моменту, коли Кіт змінює вид діяльності, і продовжуються ще дві години після цього моменту. Таким чином, надпис буде хибним з 11-ти годин до 14-ти годин і з 23-ох годин до 2-ох годин, тобто 6 годин на добу. В інший час надпис буде правильним, тобто це буде відбуватися протягом 18-ти годин на добу.

Відповідь. [image: image46.wmf]18

 годин.

8.4. Якщо шукане число – парне, то останні три його цифри також утворюють парне число. З умови відомо, що вони – куб деякого числа. Оскільки 103 =1000 – чотирицифрове число, а 43 =64, то до кубу підноситься парне одноцифрове число, що більше 4. Це може бути: 83 =512, або 63 =216.

Тоді перші три цифри шуканого числа є точним квадратом, який закінчується або 5, або 2 відповідно. Ми знаємо, що квадрат цілого числа не може закінчуватися цифрою 2. Трицифровими квадратами з останньою цифрою 5 є: 225, 625. Отже, шукане число - 62 512.

Відповідь.62 512
8.5.              
[image: image47.png]



У ромбі висоти рівні. BE=KD. За умовою  ВО:ОЕ=2:1, ОD:ОК= 2:1.   КО=ОЕ=
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Відповідь:    
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9 клас
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)

fx

 лежить правіше абсциси вершини параболи [image: image66.wmf](

)

gx

 і вини обидві – додатні, тобто [image: image67.wmf]12

12

0

22

bb

aa

->->

. Звідси [image: image68.wmf]1

0

b

<

, [image: image69.wmf]2

0

b

<

. Крім того, [image: image70.wmf]12

0

aa

>>

 [image: image71.wmf]Û

 [image: image72.wmf]12

11

0

aa

<<

 [image: image73.wmf]Û

 [image: image74.wmf]11

12

bb

aa

>

. Оскільки [image: image75.wmf]12

12

0

22

bb

aa

->->

 [image: image76.wmf]Û

 [image: image77.wmf]21

21

bb

aa

>

, то [image: image78.wmf]21

22

bb

aa

>

 [image: image79.wmf]Û

 [image: image80.wmf]21

bb

>

.
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9.2. За умовою задачі [image: image84.wmf]22
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9.3. 
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9.4. Оскільки точки [image: image93.wmf]P

 і [image: image94.wmf]Q

 лежать на серединному перпендикулярі до сторони [image: image95.wmf]CD

, то вони рівновіддалені від вершин [image: image96.wmf]C

 і [image: image97.wmf]D

. Звідси випливає, що [image: image98.wmf]PCDPDC
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 і [image: image99.wmf]QCDQDC
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. Із цих двох рівностей випливає, що [image: image100.wmf]PCQPDQ
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. За властивістю вписаних кутів, одержуємо: [image: image101.wmf]PCQADBACD
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Таким чином,[image: image102.wmf]ACQACPPCQACPACBBCP
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[image: image103.png]B




Що і треба було довести.                                                  
9.5. 

[image: image104.png]



Сторона кожного квадратика на вказаному малюнку дорівнює [image: image105.wmf]5

. Тонкі лінії вказують по яких відрізках розрізають фігуру, а жирні – по яких склеюють.
Відповідь. Так, можна.

10 клас

10.1. Скористаємося формулою скороченого множення:
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10.2. Оскільки для даних чисел a та b виконується рівність 
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  Позначимо 
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Відповідь. 
[image: image115.wmf].
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10.3. Нехай [image: image116.wmf]x

 – кількість хлопчиків у клубі, тоді кількість дівчаток дорівнює [image: image117.wmf]58
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 – натуральне число, [image: image119.wmf]058
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 яблук. Нехай кожний хлопчик отримав по [image: image121.wmf]n
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  натуральне число. Тоді [image: image123.wmf](
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. Умові задачі будуть задовольняти ті значення, для яких [image: image136.wmf]15
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 (це число яблук, що принесли хлопчики) повинно ділитися на [image: image137.wmf]58
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 (це кількість дівчат). Цій умові задовольняють лише [image: image138.wmf]28
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Відповідь. У клубі [image: image140.wmf]29

 хлопчиків і [image: image141.wmf]29

 дівчаток, або [image: image142.wmf]28

 хлопчиків і [image: image143.wmf]30

 дівчаток.

10.4. 


Нехай О-центр описаного навколо кола трикутника ABC, пряма OL перетинає пряму AK у точці P. Розглянемо трикутники ALP і OAP. Так як L -середина сторони AC, то OL - висота рівнобедреного трикутника AOC. Використовуючи, властивість вписаних у коло кутів, маємо 
[image: image144.wmf].
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Отже,
[image: image145.wmf]BAK
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 і 
[image: image146.wmf]ACK
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 подібні. З урахуванням умови задачі KM і KL – відповідні елементи цих трикутників, тобто М – середина відрізка AB.
10.5. [image: image148.png]x203(1—-x) =0



,  тобто [image: image150.png]


. Неважко бачити, що х=0 та х=1 є коренями рівняння. Для [image: image152.png]x201 201
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.

Відповідь.  х=0, х=1.
11 клас

11.1. Віднімемо від першого рівняння друге та від другого – третє. Дістанемо систему:
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Ця система має розв’язки (1;1), (-1;1), (1;-1), (-1;-1). Ці розв’язки необхідно підставити в будь-яке з рівнянь системи. Бачимо, що розв’язками вихідної системи є два розв’язки (-1;-1),  (1;1) а два інші – ні. Отже, відповідь (-1;-1),  (1;1).

Відповідь. (-1;-1), (1; 1).

11.2. Очевидно, що отримані в результаті розрізань шматки є опуклими многокутниками. При одному розрізанні загальна кількість вершин збільшується щонайбільше на 4. Тому після 100 розрізань многокутники матимуть не більше 404 вершин. З іншого боку, після 100 розрізань утворився 101 многокутник, нехай серед них [image: image155.png]


 трикутників та [image: image157.png]


 чотирикутників. Тоді утворені многокутники мають не менше за 3n+4m+5(101-m-n)=505-2n-m вершин. Отже, [image: image159.png]505-2n-m < 404



, звідки 2n+m більше або дорівнює 101. 
11.4. Позначимо через [image: image160.wmf]i
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З подібності трикутників: [image: image166.png]aA,C,B,isA.C.B,
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 і, одержуємо:
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Перемножуючи усі ці чотири рівності, матимемо:
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Відповідь. [image: image178.wmf]1

.

11.5. Перепишемо рівняння у вигляді
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Знайдемо тангенс лівої і правої частин. Одержимо:
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